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第一节 初高中基础知识总结 

一、三角函数与反三角函数公式 

1．三角函数基本关系

（1）对角线上乘积为 1：
1csc ,

sin
x

x
=

1sec ,
cos

x
x

=
1cot

tan
x

x
= ； 

（2）顶点等于相邻两个顶点乘积：
sintan ,
cos
xx
x

=
coscot
sin
xx
x

= ； 

（3）阴影三角形上两顶点的平方和等于下顶点的平方： 

2 2sin cos 1,x x+ = 2 21 tan sec ,x x+ = 2 21 cot cscx x+ = ． 

2．诱导公式 

对于
π
2
k x （ k Z ）的三角函数值

（1）符号看象限：把 x看成锐角，看
π
2
k x 对应三角函数值的符号；（一正二正弦，三切

四余弦） 

（2）奇变偶不变：当 k是偶数时，函数名不改变；当 k是奇数时，函数名改变成相应的余

函数值，即sin cos,→ cos sin,→ tan cot,→ cot tan→ ． 

【例 1】写出下列三角函数的值 

sin π
2
x −  = 

 
．cos π

2
x −  = 

 
   ．sin π

2
x +  = 

 
   ．cos π

2
x +  = 

 
   ． 

( )sin π x− = ． ( )cos π x− = ． ( )sin π x+ = ． ( )cos π x+ =  ． 
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3．二倍角公式 

sin 2 2sin cos ,x x x= 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sin ,x x x x x= − = − = −  

2

2 tantan 2 ,
1 tan

xx
x

=
−

2cot 1cot 2
2cot
xx
x
−

= ． 

4．半角公式（降幂公式） 

( )2 1sin 1 cos 2 ,
2

x x= − ( )2 1cos 1 cos 2
2

xx = + ． 

5．和差公式 

( )sin sin cos cos sin ,x y x y x y =  ( )cos cos cos sin sin ,x y x y x y =  

2 2sin cos sin arctan ba x b x a b x
a

 + = + + 
 

（辅助角公式）， 

( ) tan tantan ,
1 tan tan

x yx y
x y


 = ( ) cot cot 1cot
cot cot
x yx y
y x

 =


． 

6．积化和差公式 

( ) ( )1sin cos sin sin ,
2

x y x y x y= + + −   ( ) ( )1cos sin sin sin ,
2

x y x y x y= + − −    

( ) ( )1cos cos cos cos ,
2

x y x y x y= + + −   ( ) ( )1sin sin cos cos
2

x y x y x y= − − +  ． 

7．和差化积公式 

sin sin 2sin cos ,
2 2
x y x yx y + −

+ = sin sin 2sin cos ,
2 2
x y x yx y − +

− =  

cos cos 2cos cos ,
2 2
x y x yx y + −

+ = cos cos 2sin sin
2 2
x y x yx y + −

− = − ． 

8．万能公式 

若 tan
2
xt = （ π πx−   ），则 2

2sin ,
1
tx
t

=
+

2

2

1cos
1
tx
t

−
=

+
． 

9．反三角函数基本关系 

πarcsin arccos
2

x x+ = （ 1 1x−   ），
πarctan arccot
2

x x+ = （ x−  +）． 
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【例 2】用万能公式 tan
2
xt = 化简

csc 1
csc cot 1

x
x x

+
+ +

． 

 

 

 

 

 

【例 3】设 tan ,x t= 其中
π0, ,
2

t   
 

将 ( )2sin tan ln sec cost t t t t+ + 化为 x的函数． 

 

 

 

 

 

二、代数与方程 

1．指数对数运算法则 

,m n m na a a += ( ) ,
nm mna a= ( ) ,m m mab a b= 1 1 ,a

a
− =

1

,n na a= 0 1,a = 2 ,a a=  

( )ln ln ln ,a b ab+ = ln ln ln ,a a b
b
= − ln ln ,na n a= lne aa = ． 

【例 4】化简

3 2 3 2

4 1 11 1
3 34 2

a b ab

a b a b
− 

 
 

． 
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【例 5】对

1

1 1
1

x xa
x a

 −
 − 

做对数恒等变形． 

 

 

 

 

 

2．常用数列 

（1）等差数列：首项为 1,a 公差为d （ 0d  ） 

通项： ( )1 1na a n d= + − ；前n项和： ( )12n n
nS a a= + ． 

（2）等比数列：首项为 1,a 公比为q（ 0q  ） 

通项：
1

1
n

na a q −= ；前n项和： ( )
1

1

, 1,

1
, 1.

1

n
n

na q
S a q

q
q

=
= −

 −

 

3．阶乘与双阶乘 

! 1 2 3 ,n n=     规定0! 1,=  

(2 )!! 2 4 (2 ) 2 !,nn n n=    =  

(2 1)!! 1 3 (2 1)n n+ =    + ． 

4．因式分解公式 

2 2 2( ) 2 ,a b a ab b+ = + + 2 2 2( ) 2 ,a b a ab b− = − +  

3 3 2 2 3( ) 3 3 ,a b a a b ab b+ = + + + 3 3 2 2 3( ) 3 3 ,a b a a b ab b− = − + −  

0 0
( ) C C ,

n n
n k n k k k k n k

n n
k k

a b a b a b− −

= =

+ = =  其中
!C ,

( )! !n
k n

n k k
=

−
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2 2 ( )( ),a b a b a b− = + − 3 3 2 2( )( ),a b a b a ab b− = − + + 3 3 2 2( )( ),a b a b a ab b+ = + − +  

1 2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + + + （ n是正整数）． 

【例 6】对下列各式作因式分解 

（1） ( )3 3 3x y x y+ − − ；                        （2） 4 2 1 2x x x− − + ． 

 

 

 

 

 

5．整式的除法 

设 n为一个非负整数， 0 1, , , na a a 为实数，则对于一个变量的多项式 

( ) 0 1 ,nnf x a a x a x= + + +  

如果 0,na  称其为n次多项式．零次多项式就是只有常数项的单项式，若 0 1, , , na a a 全为零，

则称其为零多项式． 

对任意两个实系数的多项式 ( )f x 和 ( )g x （ ( )g x 不是零多项式），一定存在实系数的多项

式 ( )Q x 和 ( ),R x 使得 ( ) ( ) ( ) ( ),f x Q x g x R x= + 其中 ( )R x 的次数小于 ( )g x 的次数，或 ( )R x 为

零多项式，当 ( )f x 与 ( )g x 固定的时候，这样得到的 ( )Q x 与 ( )R x 是唯一的，此时 ( )Q x 称为商

式， ( )R x 称为余式．当 ( ) 0R x = 时，称 ( )g x 整除 ( )f x ． 

【例 7】求 ( ) 3 23 4 5 6f x x x x= + − + 除以 ( ) 2 3 1g x x x= − + 的商式 ( )Q x 和余式 ( )R x ． 
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6．一元二次方程：
2 0ax bx c+ + = （ 0a  ） 

（1）求根公式：
2 4 ,

2
b b ac

a
−  −

其中
2 4b ac = − 为判别式， 0,  方程有两个不等实

根， 0, = 方程有两个相等实根， 0,  方程无实根（有一对共轭复根）． 

（2）根与系数关系（韦达定理）： 1 2 ,bx x
a

+ = − 1 2
cx x
a

= ． 

三、简易逻辑 

1．命题的标准形式 

“若 A则 B”，其中 A为命题条件，B为命题结论．特别地，我们把“若 A则 B”叫做肯定

命题，而相对地，把“若 A则非 B”叫做否定命题，或者称为命题的否定． 

2．命题的四种形式 

原命题：若 A则 B；逆命题：若 B则 A；否命题：若非 A则非 B；逆否命题：若非 B则非

A．其中互为逆否关系的两个命题是同真同假的，互逆和互否关系的两个命题真假性没有关系． 

3．充分条件和必要条件 

若“若 A则 B”为真命题，则 A是 B的充分条件（或 B的充分条件是 A），B是 A的必要条

件（或 A的必要条件是 B）；若“若 A则 B”和“若 B则 A”均为真命题，则 A和 B互为充要条

件． 

4．数学归纳法 

数学归纳法是一种数学证明方法，通常被用于证明某个命题在自然数范围内成立．其一般 

步骤如下： 

第一步：验证n取第一个自然数时成立； 

第二步：假设n k= 时成立，然后以验证的条件和假设的条件作为论证的依据进行推导，在

接下来的推导过程中推导处理在 1n k= + 时假设的原式成立． 

最后基于以上两步作总结表述． 
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【例 8】证明：
2 2 2 11 2 ( 1)(2 1)

6
n n n n+ + + = + + ． 

 

 

 

 

 

四、常用不等式 

1 [ ] [ ] 1,x x x x−    + ,a b a b a b−    +  

( )ln 1
1
x x x
x
 + 

+
（ 0x  ），e 1,x x +  

sin x x （ 0x  ），sin tanx x x  （
π0
2

x  ）， 

2 22
1 1 2 2

a b a bab

a b

+ +
  

+
（ , 0a b  ）， 

2 2
3

23
1 1 1 3 3

a b c a babc

a b c

c+ + +
  

+

+ +
（ , , 0a b c  ）， 

1 2
1 2

1 2

1 1 1
nn

n

n

a a an a a a
n

a a a

+ + +
 

+ + +
（ 0,ia  1,2, ,i n= ）． 

五、极坐标系和参数方程（仅数一数二）表示的函数 

1．极坐标系表示的函数 

在平面上取定一点 O，称为极点，从 O出发引一条射线 ,Ox 称为极轴．再取定一个长度单

位，一个角度单位，规定角度取逆时针方向为正，这样就建立了一个极坐标系．此时，平面上
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任一点P的位置就可以用线段OP的长度 r以及从Ox到OP的角度 来确定，有序数对( ),r 

就称为P点的极坐标，记为 ( ),P r  ； r称为P点的极径， 称为P点的极角． 

( )r r = 为极坐标系表示的函数． 

2．直角坐标和极坐标之间的互换 

（1）互换条件：极点与原点重合，极轴做 x轴正向，两种坐标系的长度单位一致． 

（2）互换公式： 

2 2 2

cos
sin

x r
y r
r x y




=
 =
 = +

 

【例 9】写出下列函数对应的直角坐标方程 

（1） 1r = ；（2） 2cosr = ；（3） 2 cos 2r = ． 

 

 

 

 

 

 

【例 10】写出下列函数对应的极坐标方程 

（1） 1x = ；（2）2 1xy = （ 0,x  0y  ）；（3） ( )32 2 4x y y+ = ． 
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3．参数方程表示的函数（仅数一数二） 

在平面直角坐标系中，如果曲线上任意一点的坐标 ( ),x y 都是某个变量 t的函数 

( ),
( ),

x f t
y g t
=

 =
 

并且对于 t的每一个值，由方程组所确定的点 ( ),M x y 都在这条曲线上，那么该方程组就

叫做这条曲线的参数方程，t叫做参数．相对于参数方程而言，直接给出点的坐标间关系的方程

叫做普通方程． 

在同一个直角坐标系下，参数方程和普通方程可以互化． 

【例 11】（1）写出曲线
2 2

1
4 9
x y

+ = 的参数方程；（2）写出直线
2 ,
2 2

x t
y t
= +

 = −
的普通方程； 

（3）写出曲线 2r = 的参数方程．  
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第二节 函数基础知识总结 

一、函数的概念 

1．定义 

设 x和 y是两个变量，D是一个给定的数集，如果对于D中的每一个 ,x 变量 y按照一定

的法则总有唯一确定的值与之对应，则称 y是 x的函数，记为 ( )y f x= ．数集D称为函数的定

义域， x称为自变量， y称为因变量， f 称为对应法则， y取值的全体所构成的集合称为函数

的值域，记作 fR ． 

2．函数的表示法 

表格法、图形法、解析法（公式法）． 

【注】（1）对应法则 f 是给定 x求 y值的方法，这里的“ x”可以广义化． 

（2）函数只与对应法则及定义域有关，而与变量及对应法则选取的字母无关． 

（3）两个函数相同定义域相同且对应法则相同． 

【例 1】求下列函数的定义域： 

（1）
( )

2

ln 1
( )

1

x
f x

x

−
=

−
；                         （2）

2

1 1( ) arcsin
32 3
xf x

x x
−

= +
− −

． 

 

 

 

【例 2】判断下列函数是否相同？ 

（1） 3 4 3 3( ) , ( ) 1f x x x g x x x= − = − ； 

（2） 2( ) lg , ( ) 2lgf x x g x x= = ． 
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二、函数的四种特性 

1．有界性 

设函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，如果 0,M  使对 x I  都有 ( ) ,f x M 则称 ( )f x 在

区间 I 上有界；若不存在这样的 ,M 即 0,M  总 0 ,x I  使得 0( ) ,f x M 则称 ( )f x 在区间

I 上无界． 

有上界： 1,K 使对 x I  都有 1( )f x K ． 

有下界： 2 ,K 使对 x I  都有 2( )f x K ． 

【注】（1）函数有界的充要条件是函数既有上界又有下界． 

（2）常见的有界函数： sin 1,x  cos 1,x  ( , )x − + ； 

πarcsin ,
2

x  [ 1,1]x − ；0 arccos π,x  [ 1,1]x − ； 

πarctan ,
2

x  ( , )x − + ；0 arccot π,x  ( , )x − + ． 

2．单调性 

设函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，如果对于 1 2, ,x x 且 1 2x x 时，恒有 

1 2( () )f x f x （ 1 2( () )f x f x ）， 

则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调增加（减少）的． 

【注】若对于 1 2, ,x x 且 1 2x x 时，恒有 1 2( () )f x f x （ 1 2( () )f x f x ），则称函数 ( )f x

在区间 I 上是单调不减（不增）的． 

3．奇偶性 

设函数 ( )f x 的定义域D关于原点对称，若 ,x D  有 ( ) ( )f x f x− = （ ( ) ( )f x f x− = − ），

则称 ( )f x 为偶（奇）函数．偶函数的图像关于 y轴对称；奇函数的图像关于原点对称，若在

0x = 处有定义，则 (0) 0f = ． 

启
航
教
育



                                                                                                                               B 站：奔跑的 sora老师 

12 
 

【注】（1）奇偶函数的运算性质： 

① 奇函数的代数和仍为奇函数；偶函数的代数和仍为偶函数． 

② 偶数个奇（或偶）函数乘积为偶函数；奇数个奇函数乘积为奇函数． 

③ 一奇一偶乘积为奇函数． 

（2）常见的奇函数：
2 1,nx + sin ,x tan ,x arcsin ,x arctan ,x 1ln ,

1
x
x

−
+ ( )2ln 1x x+ + ； 

常见的偶函数： 2 ,nx ,x cos x． 

（3）任何一个定义域关于原点对称的函数都可以看成奇函数和偶函数之和． 

设 ( )y f x= 的定义域关于原点对称，则 ( ) ( ) ( )
2

f x f x
F x

+ −
= 为偶函数， 

( ) ( ) ( )
2

f x f x
G x

− −
= 为奇函数，且 ( ) ( ) ( )f x F x G x= + ． 

（4） ( )f x 关于 x a= 对称 ( ) ( )f a x f a x− = +  

【例 3】设 ( )f x 为定义在 ( , )− + 上的偶函数，且 0x  时， 3 2( ) 2 sin e ,xf x x x x= + − +

求 ( )f x 的表达式． 

 

 

 

 

 

4．周期性 

设函数 ( )f x 的定义域为 ,D 如果存在一个正数 ,T 使得 ,x D  ( ) ,x T D  都有

( ) ( ),f x T f x+ = 则称 ( )f x 是以T 为周期的周期函数． 

【注】（1）通常我们说的周期函数的周期是指最小正周期． 

（2）并非每个周期函数都有最小正周期． 
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（3）常见的周期函数： 

sin ,x cos x以 2π为周期； sin ,x cos x 以 π为周期； 

tan ,x cot x以 π为周期； tan ,x cot x 以 π为周期； 

三、反函数与复合函数 

1．反函数 

设函数 ( )y f x= 的定义域为 ,D 值域为 ,fR 若对于每一个 ,fy R 从关系式 ( )y f x= 中可

以确定唯一的一个 x值，则称变量 x为变量 y的函数，记为 1( ),x f y−= 此时 1( )x f y−= 称为函

数 ( )y f x= 的反函数，习惯上也可把 ( )y f x= 的反函数记为 1( )y f x−= ．相对于反函数来说，

原来的函数 ( )y f x= 称为直接函数． 

【注】（1） ( )y f x= 的图像与其反函数 1( )x f y−= 的图像重合； ( )y f x= 的图像与其反

函数 1( )y f x−= 的图像关于直线 y x= 对称． 

（2）只有一一对应的函数才有反函数，特别地，单调函数存在反函数，且反函数也是单调

函数． 

（3） 1( ,)f f y y−  =   1 ( )f f x x− =  ． 

（4）常见的反函数： 

① ,xy a= （ 0,a  1a  ）， ( , )x − + 的反函数为 log ,ay x= (0, )x + ． 

② sin ,y x= π π,
2 2

x   −  
的反函数为 arcsin ,y x= [ 1,1]x − ． 

③ cos ,y x= [0,π]x 的反函数为 arccos ,y x= [ 1,1]x − ． 

④ tan ,y x= π π,
2 2

x   − 
 

的反函数为 arctan ,y x= ( , )x − + ． 

⑤ cot ,y x= (0,π)x 的反函数为 arccot ,y x= ( , )x − + ． 
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【例 4】求函数 sin ,y x=
π ,
2

x     
的反函数．  

 

 

 

 

 

2．复合函数 

设函数 ( )y f u= 的定义域为 ,fD 函数 ( )u g x= 的定义域为 ,gD 且其值域为 ,gR 若

,g fR D  则函数  ( )y f g x= 称为由函数 ( )u g x= 与函数 ( )y f u= 构成的复合函数，变

量u称为中间变量． 

【例 5】设
e , 1,

( )
, 1,

x x
f x

x x
 

= 


2

2, 0,
( )

1, 0,
x x

g x
x x
+ 

=  − 
求  ( )f g x ． 

 

 

 

 

 

 

【例 6】已知 ( ) 2e e e ,x x xf x= + + 求 ( )f x ． 
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四、初等函数 

1．基本初等函数 

（1）幂函数 

y x= （是常数，R）．其定义域随不同而不同： 

值 函数 定义域 值域 

1 y x=  ( , )− +  ( , )− +  

2 2y x=  ( , )− +  [0, )+  

3 3y x=  ( , )− +  ( , )− +  

1
2

 y x=  [0, )+  [0, )+  

1−  
1y
x

=  ( ,0) (0, )− +  ( ,0) (0, )− +  

（2）指数函数 

,xy a= （ 0,a  1a  ），定义域 ( , )D = − + ．因 ,x R 总有 0,xa  因此值域

(0, )fR = + ．又
0 1,a = 故指数函数的图形总在 x轴的上方，且过 (0,1) 点．当 1a  时，

xy a=

单调增加，当 0 1a  时，
xy a= 单调减少． exy = 是常用的指数函数，其中

e 2.718281828=  

（3）对数函数 

log ,ay x= （ 0,a  1a  ），定义域 (0, ),D = + 值域 ( , )fR = − + ．它和指数函数 

xy a= 互为反函数． logay x= 的图形总是在 y轴的右方，且通过点 (1,0) ．当 1a  时，函数

单调增加，当0 1a  时，函数单调减少．以e 为底数的对数函数记作 lny x= ．  

（4）三角函数 
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名称 表示 定义域 值域 奇偶性 

正弦函数 siny x=  ( , )− +  [ 1,1]−  奇 

余弦函数 cosy x=  ( , )− +  [ 1,1]−  偶 

正切函数 tany x=  
π| π
2

x x k  + 
 

 ( , )− +  奇 

余切函数 coty x=   | πx x k  ( , )− +  奇 

正割函数 
1sec

cos
y x

x
= =  

π| π
2

x x k  + 
 

 ( , 1] [1, )− − +  偶 

余割函数 
1csc

sin
y x

x
= =   | πx x k  ( , 1] [1, )− − +  奇 

（5）反三角函数 

名称 表示 定义域 值域 单调性 奇偶性 

反正弦函数 arcsiny x=  [ 1,1]−  
π π,
2 2

 −  
 增 奇 

反余弦函数 arccosy x=   [ 1,1]−  [0,π] 减 非奇非偶 

反正切函数 arctany x=  ( , )− +  
π π,
2 2

 − 
 

 增 奇 

反余切函数 arccoty x=  ( , )− +  (0,π)  减 非奇非偶 

2．初等函数 
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由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用一个

式子表示的函数，称为初等函数．例如 21 ,y x= + sine xy = 都是初等函数． 

五、分段函数和隐函数 

1．常见的分段函数 

在自变量的不同范围中，对应法则用不同式子表示的函数称为分段函数． 

例如：函数

2 1, 1,
( )

7 5, 1
x x

f x
x x

 + 
= 

− 
就是分段函数． 

【注】分段函数有可能是初等函数． 

（1）绝对值函数 

, 0,
( )

, 0.
x x

f x x
x x


= = − 

 

（2）符号函数 

1, 0,
( ) sgn 0, 0,

1, 0.

x
f x x x

x


= = =
− 

 

（3）取整函数 

 ( )f x x= 表示不大于 x的最大整数，对于取整函数，有    1 1x x x x−    + 成立． 

（4）最大（小）值函数 

 max ( ), ( ) ,y f x g x=  min ( ), ( )y f x g x=  

  ( ) ( ) ( ) ( )
max ( ), ( )

2
f x g x f x g x

f x g x
+ + −

=  

  ( ) ( ) ( ) ( )
min ( ), ( )

2
f x g x f x g x

f x g x
+ − −

=  

2．隐函数 

启
航
教
育



                                                                                                                               B 站：奔跑的 sora老师 

18 
 

设有关系式 ( , ) 0,F x y = 若对 ,x D  存在唯一确定的 y满足 ( , ) 0F x y = 与 x相对应，由

此确定的 y与 x的函数关系 ( )y y x= 称为由方程 ( , ) 0F x y = 确定的隐函数．相对于隐函数而言，

( )y f x= 称为显函数，把一个隐函数化成显函数的过程，叫做隐函数的显化． 
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